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一般化透水モデルによる不飽和透水係数の閉形式解
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Closed-form equations of unsaturated hydraulic conductivity
with general hydraulic conductivity model

Katsutoshi SEKI1 and Nobuo TORIDE2

1. はじめに

土壌の不飽和水分移動を解析する際には，マトリック
ポテンシャル水頭 hと体積含水率 θ との関係をあらわす
水分保持関数 θ(h) と，h および θ に依存する土壌の不
飽和透水係数 K をそれぞれ関数として表現することが重
要である．
水分保持関数 θ(h)は，飽和体積含水率 θs と残留体積

含水率 θr によって定義される飽和度 Sによって，

S(h) =
θ(h)−θr

θs −θr
(1)

と表記できる．なお，本稿では表記の簡便さのために負
圧を h > 0とする表記（いわゆるサクション）を用いる．

1950 ∼ 1970 年代に水分保持曲線から不飽和透水係
数を導出するモデルが多く提唱された．Burdine（1953）
は，S(h)と透水性の間に

Kr(h) =
K(h)

Ks
= S(h)2

[∫ S(h)
0 h(S)−2dS∫ 1

0 h(S)−2dS

]
(2)

という関係が成立することを土壌間隙径分布のモデルと
ハーゲン · ポアズイユの法則によって導いた．ここで，
Ks は飽和透水係数，Kr は相対透水係数である．Mualem
（1976）は Burdine のモデルをベースとして，異なる間
隙径の毛管が連結しているときの等価間隙径（equivalent
pore radius）の仮定から，

Kr(h) =
K(h)

Ks
= S(h)p

[∫ S(h)
0 h(S)−1dS∫ 1

0 h(S)−1dS

]2

(3)
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を導いた．ここで p は間隙結合係数（tortuosity factor）
とよばれるパラメータであり，多くの土壌における平均
的な値として p = 0.5を求め，

Kr(h) =
K(h)

Ks
= S(h)0.5

[∫ S(h)
0 h(S)−1dS∫ 1

0 h(S)−1dS

]2

(4)

も示した．Burdineと Mualemモデルそれぞれの物理的
な意味合いについては，小杉（2007）に詳しく解説され
ている．

Hoffmann-Riem et al.（1999）と Kosugi（1999）は，
Burdine モデルと Mualem モデルを一般化した Mualem
and Dagan（1978）に基づき次の一般化透水モデルを提
案した．

Kr(h) =
K(h)

Ks
= S(h)p

[∫ S(h)
0 h(S)−qdS∫ 1

0 h(S)−qdS

]r

(5)

ここで，p，q，r はパラメータである．特定の水分保持
関数に対してこの一般化透水モデルの積分を解析的に
解いたものは，不飽和透水係数の閉形式解（closed-form
solution）とよばれ，Burdineモデル（p = 2，q = 2，r = 1）
やMualemモデル（p = 0.5，q = 1，r = 2）をまとめて
表現できる．本稿では，水分保持曲線－不飽和透水係数
連結モデルの透水モデルを区別する場合は，式（2）は
Burdine，式（3）はMualem，式（5）は Generalと表記
し，表記のない場合は式（5）の一般化透水モデルとする．
閉形式解による水分保持曲線－不飽和透水係数連結
モデルの代表格が Mualem-van Genuchtenモデルである
（van Genuchten, 1980）．閉形式解の連結モデルは，少な
いパラメータで保水性と透水性の両方を表現できるた
め，特に不飽和水分移動のシミュレーションにおいて有
用である．しかし，透水モデルの閉形式解の導出過程は，
モデルの仮定を確認したり，より利用のしやすいモデル
へと改良したりする際に重要であるが，数学的な煩雑さ
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もあり，最近では閉形式解の導出を確認する機会は減っ
ていると思われる．
そこで本稿では，van Genuchten モデルを中心とした
基本的な水分保持関数 S(h)に対する式（5）の水分保持
曲線－不飽和透水係数連結モデルの閉形式解の導出方法
を解説する．そして，閉形式解の応用例として，著者ら
の取り組んだ線型結合モデルを紹介する．

2．基本モデル

Brooks and Corey（1964）モデル（以下，BCモデル），
van Genuchtenモデル（VGモデル），Kosugi（1996）モ
デル（KOモデル）の 3つを基本モデルとして,それぞれ
について式（5）の閉形式解を導出する．

A(h) =
∫ S(h)

0
h(S)−qdS (6)

とすると，

S(0) =
θ(0)−θr

θs −θr
=

θs −θr

θs −θr
= 1

より

B = A(0) =
∫ 1

0
h(S)−qdS (7)

であるので式（5）は，

Kr(h) = S(h)p
[

A(h)
B

]r

(8)

と書くことができる．
2.1 BCモデル
BCモデルの水分保持関数は，

S(h) =


(

h
hb

)−λ

(h > hb)

1 (h ≤ hb)

(9)

ここで，hb，λ はパラメータであり，hb > 0，λ > 0であ
る． h > hb において hを Sの関数として求めると，

h(S) = hbS−
1
λ (10)

となるため，式（6）の A(h)を計算すると，

A(h) = hb
−q
∫ S(h)

0
S

q
λ dS

= hb
−q

(
q
λ
+1

)−1

S(h)
q
λ +1

= hb
−q

(
q
λ
+1

)−1(
h
hb

)−λ−q

(11)

これを式（7）に代入して，

B = A(0) = hb
−q
( q

λ
+1
)−1

(12)

したがって，式（8）より h > hb では，

Kr(h) = S(h)p

(
h
hb

)−r(λ+q)

=

(
h
hb

)−pλ−r(λ+q)

=

(
h
hb

)−(p+r)λ−qr

(13)

また，h ≤ hb では Kr(h) = 1である．これが，General－
BCモデルの閉形式解である．式（9）と式（13）から K
を Sの関数であらわすと,

Kr(S) =
K(S)

Ks
= Sp+r+ qr

λ (14)

Brooks and Corey（1964）では，この式に p = 2，q = 2，
r = 1 を代入した Burdine–BC モデルの Kr = S3+2/λ が
導出されている．Mualem–BCモデルでは，q = 1，r = 2
を代入した Kr = Sp+2+2/λ となる．

2.2 VGモデル
次に，VGモデルの水分保持関数は，

S(h) =
[

1
1+(αh)n

]m

(15)

ここで，α，m，nはパラメータであり，α > 0，0 < m < 1，
n > 0である．
まずは式（15）を変形して h−q の式を得る．S(h)を S
と表して，

1+(αh)n =
1

S1/m

(αh)n =
1−S1/m

S1/m

(αh)−q =

[
S1/m

1−S1/m

] q
n

h−q = αq

[
S

1
m

1−S
1
m

] q
n

(16)

この式から式（6）の積分を計算する．
ここで，一般に定積分の積分変数を yから xに変換す
るには，y = g(x)として，
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∫ g(b)

g(a)
f (y)dy =

∫ b

a
f (g(x))

dy
dx

dx (17)

が成立することを使う．S = xm と変数変換をすると式
（6）と式（16）から，

A(h) =
∫ S(h)

0
αq

[
S1/m

1−S1/m

] q
n

dS

= αq
∫ S(h)

1
m

0

[
x

1− x

] q
n dS

dx
dx

= αq
∫ S(h)

1
m

0

[
x

1− x

] q
n

mxm−1dx

= αq
∫ S(h)

1
m

0
mx

q
n+m−1(1− x)−

q
n dx

(18)

この式はこのままでは解析的に解くことはできないが，
q/n+m−1がゼロ，すなわちm= 1−q/nならば xの指数
部がゼロになり容易に積分できることを van Genuchten
（1980）は示した．このときに，n > q となる．なお，
m = 1− q/n の制限は数学的な利便性によるものであっ
て物理的な意味はない（Hoffmann-Riem et al., 1999）．
m = 1−q/nと定めたことにより，式（18）は

A(h) = αq
∫ S(h)

1
m

0
m(1− x)m−1dx

= αq [−(1− x)m]
S(h)

1
m

0

= αq
[
1− (1−S(h)

1
m )

m]
(19)

したがって，

B = A(0) = αq (20)

式（8）より General–VGモデルは，

Kr(h) = S(h)p
[
1−
(

1−S(h)
1
m

)m]r
(21)

ここで m = 1−q/nであることから式（15）の S，式（21）
の Kr ともに q の関数である．General–VG の Kr(S) 表
記は

Kr(S) = Sp
[
1−
(

1−S
1
m

)m]r
(22)

van Genuchten（1980）は，m = 1−1/nのMualem–VG
モデルとして

Kr(h) = S(h)p
[
1−
(

1−S(h)
1
m

)m]2
(23)

（p = 0.5の式が示されている），m = 1−2/nの Burdine–
VGモデルとして，

Kr(h) = S(h)2
[
1−
(

1−S(h)
1
m

)m]
(24)

の閉形式解を示した．現在ではMualem–VGモデルが広
く使われていることから，Mualem–VGモデルのことを
単に VGモデルとよぶことが多い．

VG モデルにおいて，αh ≫ 1 では水分保持関数の式
（15）は λ =mnの BCモデルに近似され，また式（21）は，

Kr(h)≈ mrαh−(p+r)mn−qr (25)

と近似される．すなわち．αh ≫ 1 において logh ‒
logK グラフの傾きは −(p+ r)mn−qr となって λ = mn
としたときに BC式と一致する（関，2022）．

2.3 KOモデル
間隙径（間隙を毛管とみなしたときの半径）を ra と

して（一般化透水モデルの r と区別するために ra とし
た），水分量変化に基づく間隙径分布関数（volumetric
pore-size distribution function） f (ra)を

f (ra) = dθ/dra (26)

によって定義する（Mualem, 1976）．すなわち，f (ra)dra

は間隙径が ra 以上 ra +dra 以下の間隙の単位体積あたり
の体積である．KO モデルは，Brutsaert（1966）のよう
に間隙径分布を対数正規分布で表現したモデルである．
すなわち，

f (ra) =
θs −θr

raσ
√

2π
exp

[
− [ln(ra/rm)]

2

2σ2

]
(27)

このときに，γ を水と空気の間の表面張力，β を接触
角，ρw を水の密度，g を重力加速度として，定数 C を
C = 2γ cosβ/ρwgと定めれば，間隙径 ra と間隙水のマト
リックポテンシャル hの間には，毛管上昇のジュレンの
式より（宮﨑ら，2005）

h =
C
ra

(28)

という関係があるため，付録 Aで示すように，KOモデ
ルの水分保持関数

S(h) = Q

 ln
(

h
hm

)
σ

 (29)

が導かれる．ここで，hm，σ はパラメータで，hm > 0，
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σ > 0，Q(x)は標準正規分布の xから上側の確率（上側
確率）

Q(x) = 1−ϕ(x) =
∫ ∞

x

1√
2π

exp
(
−x2

2

)
dx (30)

ただし ϕ(x) は標準正規分布の累積分布関数である（東
京大学教養学部統計学教室, 1991）．Q(x) は Microsoft
Excel の norm.dist 関数で Q(x) = 1−norm.dist(x, 0, 1,
TRUE)と計算できる．また，Q(x)を誤差関数

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
exp
(
x2)dx (31)

によってあらわすと，

Q(x) =
1
2

[
1− erf

(
x√
2

)]
(32)

式（6）の積分変数を

y =

ln

(
h

hm

)
σ

(33)

によって Sから yに変換すると，S = Q(y)であり．S = 0
において y = ∞であるので，

A(h) =
∫ y(h)

∞
h−q dS

dy
dy (34)

式（33）より

h = hm exp(σy) (35)

であることと，式（30）から

dS
dy

=
dQ(y)

dy
=− 1√

2π
exp
(
−y2

2

)
(36)

であることから，式（35）と式（36）を式（34）に代入
すると，

A(h) =−
1

√
2π

∫ y(h)

∞
hm

−q exp(−qσy)exp

(
−

y2

2

)
dy

=−
hm

−q

√
2π

∫ y(h)

∞
exp

(
−qσy−

y2

2

)
dy

(37)

さらに，

z =
y+qσ√

2
(38)

とおいて z2 を計算すると，

−qσy− y2

2
=

q2σ2

2
− z2 (39)

が得られ，これを式（37）に代入して積分変数を yから
zに変換すると，dy/dz =

√
2より，

A(h) =−
hm

−q

√
2π

∫ z(h)

∞
exp

(
q2σ2

2
− z2

)
dy
dz

dz

=−
hm

−q

√
π

exp

(
q2σ2

2

)∫ z(h)

∞
exp
(
−z2)dy

(40)

式（31）と erf(∞) = 1の関係を用いると，

A(h) =
hm

−q

2
exp
(

q2σ2

2

)
[1− erf(z(h))] (41)

さらに式（32）より，

A(h) = hm
−q exp

(
q2σ2

2

)
Q(

√
2z(h)) (42)

式（38）と式（33）を順に代入すると，

A(h) = hm
−q exp

(
q2σ2

2

)
Q

[
ln(h/hm)

σ
+qσ

]
(43)

したがって，

B = A(0) = hm
−q exp

(
q2σ2

2

)
(44)

式（8）より General–KOモデルの閉形式解は，

Kr(h) = S(h)p

[
Q

[
ln(h/hm)

σ
+qσ

]]r

(45)

また，Kr を S の関数であらわすためには，Q の逆関数
Q−1 が利用できる．式（29）の逆関数は，

Q−1(S) =

ln

(
h

hm

)
σ

(46)
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式（45）に代入すると，

Kr(S) = Sp[Q[Q−1(S)+qσ
]]r

(47)

Q−1 は Microsoft Excel の正規分布の累積分布関数の
逆関数 norm.inv 関数を用いて計算することができ，
Q−1(S) = norm.inv(1 − S,0,1) である．なお，Kosugi
（1996）は Mualem モデルと Burdine モデル，Kosugi
（1999）は式（5）の一般化透水モデルに対して間隙径
の対数正規分布から式（45），式（47）を導出しているの
で参照されたい．

3. 線型結合モデル

ここまで示した基本モデルの閉形式解は，それぞれの
水分保持関数を足し合わせた線形結合モデルに応用する
ことが可能である．Durner（1994）は，複数の VGモデ
ルの水分保持関数の重み付き線形和

S(h) =
k

∑
i=1

wiSi(h) (48)

によって柔軟な水分保持曲線を表現した．ここで，k は
使用する基本モデル（以降サブモデル）の数，iはサブモ
デル番号，wi は重み係数（0 < wi < 1 ∑wi = 1），Si(h)
は i 番目のサブモデルである．サブモデルにおける VG
モデルの式（15）は，それぞれのパラメータがサブモデ
ルで異なるため，それぞれにサブモデル番号 iをつけて，

Si(h) =
[

1
1+(αih)

ni

]mi

(49)

と表記される．ここで，それぞれのサブモデルにおいて
mi = 1−q/ni である．

Priesack and Durner（2006）は，式（48）と式（49）の
線形和の水分保持関数に対して，式（5）の一般化透水モ
デルによる不飽和透水係数の閉形式解を導いた．式（6）
は積分変数の変換によって，

A(h) =
∫ S(h)

0
h(S)−qdS

=
∫ h

∞
h−q dS

dh
dh

=
∫ h

∞
h−q

(
∑k

i=1 wi
dSi

dh

)
dh

= ∑k
i=1 wi

∫ h

∞
h−q dSi

dh
dh

= ∑k
i=1 wi

∫ si(h)

0
h(Si)

−qdSi

(50)

と変形できることから，

Ai(h) =
∫ si(h)

0
h(Si)

−qdSi (51)

Bi = Ai(0) =
∫ 1

0
h(Si)

−qdSi (52)

としたときに，式（8）より

Kr(h) =
K(h)

Ks
= S(h)p

[
∑k

i=1 wiAi(h)

∑k
i=1 wiBi

]r

(53)

サブモデルの式（51）と式（52）は，式（6）と式（7）と
等しい．そのため，2.2節の VGモデルと同様に式（49）
から Ai(h)の計算ができ，式（53）の閉形式解を得るこ
とができる．また，Priesack and Durner（2006）は，式
（53）において r = 1とすると，

Kr(h) = S(h)pη−1

[
k

∑
i=1

wiAi(h)

]
(54)

のように，透水性関数がサブモデルの関数 Ai の重み付き
線形和となることを指摘した．ここで η = ∑k

i=1 wiBi で
あり，式（49）では η = ∑k

i=1 wiαi である．
Seki et al.（2022）は，式（53）を発展させ，式（48）
において BCモデル，VGモデル，KOモデルの水分保持
関数の任意の組み合わせの線形モデルに対して，不飽和
透水係数の閉形式解を示した．Table 1 にその計算結果
をまとめる．それぞれのサブモデルの Ai(h)，Bi は，対
応する基本モデルの A(h)，B と等しい．そのため，BC
モデル，VGモデル，KOモデルのそれぞれのパラメータ
に対しては，サブモデル番号 iをつけて表示してある．
たとえば，VGモデルと BCモデルの水分保持関数の線
形和は，サブモデル番号を下付き文字で示して VG1BC2

モデルと表記する．特に 2 つの同じモデルを重ねる場
合は dual-モデルと称する．たとえば VG1VG2 モデルは
dual-VGモデルと表記する．

4. 一般化透水モデルの有用性

一般化透水モデルは，Burdine モデルと Mualem モデ
ルの積分の式にあらわれる指数を共通の変数で与えるた
め，不飽和透水係数の閉形式解を統一して記述できる利
点がある．一方，Burdine モデルや Mualem モデルにお
けるパラメータ値は，それぞれの物理的な考察に基づく
ものである．そのため，式（5）の p，q，rを変数とする
ことは，本来のパラメータ値の持つ物理的な意味を失う
ことにはなる．しかし，変数が増えることにより透水モ
デルの自由度を上げることでき，より実用的な式となる
利点がある．
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Table 1 Brooks-Corey（BC），van Genuchten（VG），小杉（KO）モデルのサブ関数 Si(h) と Ai(h)と Bi．
Sub-retention functions Si(h), and expression for Ai(h) and Bi for the BC, VG and KO models.

サブモデル Si(h) Ai(h) Bi

BC

(
h

hbi

)−λi

(h > hbi)

1 (h ≤ hbi)

Bi

(
h

hbi

)−λi−q

(h > hbi)

Bi (h ≤ hbi)

hbi
−q

(
q

λi
+1

)−1

VG
[1+(αih)

ni ]−mi

mi = 1−q/ni

Bi

[
1−
(

1−S(h)1/mi
)]mi

αi
q

KO Q

[
ln(h/hmi)

σi

]
BiQ

[
ln(h/hmi)

σi
+qσi

]
hmi

−q exp

(
q2σi

2

2

)

Hoffmann-Riem et al.（1999）は，式（23）のMualem–
VGモデルや式（24）の Burdine–VGモデルのように q，
rを固定するよりも，式（21）の General–VGモデルにお
いて p，rを自由パラメータとすることで精度良く透水性
を表現できるとした．Kosugi（1999）は，General–KOモ
デルにおいて p，q を自由パラメータとする有用性を示
している．Seki et al.（2023）は，KO1BC2 モデルでは p
と q，dual-VGモデルでは pと r を自由パラメータとす
れば，多くの土壌の広い圧力範囲における不飽和透水係
数に対して，どちらのモデルでも精度良くあらわせるこ
とを示した．なお，実測値からモデルのパラメータを決
定するときは，水分保持曲線，不飽和透水係数の順に決
定することが多い．dual-VG モデルを含む General–VG
モデルでは，S(h)と K(h)の両者が qの関数であるため，
S(h)で qを決めると透水性関数の qを自由パラメータと
できなくなることに注意が必要である．

5. 修正モデル

q = 1 の Mualem–VG モデルにおいて，n が 1 に近い
とき，飽和近傍で透水性曲線の傾きが極めて大きくなり，
不飽和透水係数が飽和透水係数に対して不自然に小さく
なる問題がある．Vogel et al.（2001）は，仮想的な空気
侵入値 hbを与えて，h < hbにおいて一定の飽和透水係数
を与える修正 VG モデルを提案した．修正モデルでは，
hb に 1 cm 程度の小さな値を与えると，VG モデルの水
分保持曲線の形はほぼ変えずに，透水性曲線の h < hb に
おける急激な変化を抑制することができる．

Seki et al.（2023）は，線型結合モデルにおいても ni が
小さいときあるいは σi が大きいときには同様の問題が
生じ得るため，この修正モデルを線型結合モデルに適用
した式を示した．さらに一般的に，任意の水分保持関数
S(h)と透水性関数 Kr(h)に対する修正モデルは，次の修
正水分保持関数 S’(h)と修正透水性関数 K′

r(h)で与えら
れる．

S′(h) =


S(h)
S(hb)

(h > hb)

1 (h ≤ hb)

(55)

K′
r(h) =


Kr(h)
Kr(hb)

(h > hb)

1 (h ≤ hb)

(56)

修正関数では，h ≤ hb において飽和となり，h > hb にお
ける S′ と K′

r が h = hb で連続となるように修正前の関数
全体を定数倍して補正する．式（55），式（56）の修正モ
デルは，Vogel et al.（2001）のMualem–VGモデル，Seki
et al.（2023）の線型結合モデルの修正モデルを与えるこ
とを付録 Bに示す．

6. おわりに

本稿では，水分保持曲線－不飽和透水係数連結モデル
の一般化透水モデルに対して，広く用いられている BC
モデル，VG モデル，KO モデルの水分保持関数から不
飽和透水性係数の閉形式解を導出する方法を示した．本
稿で示した計算手順にしたがえば，たとえば Excel に
よって様々なモデルの水分保持曲線と透水性曲線を計
算することができる．また，著者が作成して公開してい
る SWRC Fit や unsatfit といったプログラムにより実測
されたデータからパラメータを決定することができる
（Seki et al., 2023）．
現在の不飽和水分移動のシミュレーションにおいて
は，Mualem–VG モデルが最も広く用いられている．
HYDRUS に代表される汎用水分移動解析プログラム
（Šimůnek et al., 2022）が手軽に利用できるようになった
反面，透水モデルの仮定や限界などが検討されることは
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少なくなったと思われる．本稿で示した基本モデルの閉
形式解の導出過程を確認すると同時に，本稿で引用した
文献の議論を再確認することは，不飽和水分移動モデル
のさらなる改良において重要と考える．

付録 A

KO モデルの間隙径分布の式（27）を導き，さらに式
（28）を用いて水分保持関数の式（29)を導く．KOモデ
ルは，間隙径の自然対数 ln(ra)を Rとしたときに，Rが
平均 ln(rm)，標準偏差 σ の正規分布に従う，すなわち
R ∼ N(ln(rm),σ2) としたモデルである．このときに ra

の確率分布を対数正規分布（lognormal distribution）と
呼び（東京大学教養学部統計学教室, 1991），rm はその
中央値で S(rm) = 0.5 となる．R と ra の確率密度関数
（probability density function）をそれぞれ PR(R)，Pr(ra)

とすると，

PR(R) =
1

σ
√

2π
exp

[
−
[R− lnrm]

2

2σ2

]
(57)

Pr(ra) = PR(R)
dR
dra

=
1

raσ
√

2π
exp

[
−
[ln(ra/rm)]

2

2σ2

]
(58)

ここで，式（26）より θ は積分によって，

θ(ra) = θr +
∫ ra

0
f (ra)dra (59)

と計算できる． ∫ 1
0 f (ra)dra = θs −θr かつ

∫ 1
0 Pr(ra)dra =

1であるから，

f (ra) = (θs −θr)Pr(ra) (60)

式（58）を式（60）に代入すると式（27）が得られる．
次に式（28）を用いて式（29)を導く．式（28）の両辺

の対数を取ると，H = ln(h)とおいて，

H = ln(C)−R (61)

ここで正規分布に従う変数 Rの一次関数であらわされる
変数Hも正規分布に従い（東京大学教養学部統計学教室，
1991），その平均は ln(C)− ln(rm) = ln(C/rm) = ln(hm)

（hm は rm に対応する圧力水頭），標準偏差は σ，すなわ
ち H ∼ N(ln(hm),σ2) である（式（57）に式（61）を代
入することで確かめられる）．また，H の標準化変数 x

x =
H − ln(hm)

σ
=

ln(h/hm)

σ
(62)

は標準正規分布 N(0,1)に従う（東京大学教養学部統計学
教室, 1991）．
さて，式（1）と式（59）から，

S(ra) =
1

θs −θr

∫ ra

0
f (ra)dra (63)

式（60）を式（63）に代入すると

S(ra) =
∫ ra

0
Pr(ra)dra (64)

この式の右辺は対数正規分布 ra の下側確率（累積分布関
数）であるから，対応する正規分布 R ∼ N(ln(rm),σ2)の
下側確率と等しく，

S(R) =
∫ R

0
PR(R)dR (65)

この式の変数 R を H に変換すると，H の確率密度関数
を PH(H)と書けば，

S(H) =
∫ H

∞
PH(H)

dR
dH

dH

=−
∫ H

∞
PH(H)dH

=
∫ ∞

H
PH(H)dH

(66)

さらに変数 H を x に変換すると，x の確率密度関数を
Px(x)と書けば，

S(x) =
∫ ∞

x
Px(x)dx (67)

この式は標準正規分布の上側確率であるから式（30）の
Q(x)の定義と合致し，

S(x) = Q(x) (68)

したがって式（62）を代入すれば式（29）が導かれる．こ
こで hの分布，すなわち間隙水圧分布関数（pore capillary
pressure distribution function）（Kosugi, 1994）は，raと同
様に対数正規分布となり，hmがその中央値で S(hm)= 0.5
となる．
以上をまとめると，KOモデルは，間隙径の自然対数 R
が正規分布に従うと定めることにより，間隙水圧の自然
対数 H は R の一次関数であるため正規分布に従い，そ
の標準化変数 xが標準正規分布に従う，というモデルで
ある．
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付録 B

式（55）と式（56）の修正モデルの一般形に対して
Vogel et al.（2001）の Mualem–VG モデルと Seki et al.
（2023）の線型結合モデルの修正モデルを確認する．
まずは，VGモデルの修正モデルでは，h > hb におい
て，式（1），式（55）から，

θ ′(h) = θr +
θs −θr

S(hb)
S(h) (69)

ここで θm を

θm = θr +
θs −θr

S(hb)
(70)

すなわち S(hb) = 1としたときの仮想的な θs の値として
定義すると，式（69），式（70）から，

θ ′(h) = θr +(θm −θr)S(h) (71)

したがって．VGモデルにおいては式（15）から，

θ ′(h) = θr +
θm −θr

[1+(αh)n]
m (72)

また，

F(h) =
[
1−S(h)

1
m

]m
(73)

とすると式（21）より，

Kr(h) = S(h)p[1−F(h)]r (74)

となるから，この式と式（55），式（56）より h > hb に
おいて，

Kr
′(h) = S′(h)p

[
1−F(h)
1−F(hb)

]r

(75)

ここで，Kr’と F をそれぞれ S’の関数とみなすと，
S′(hb) = 1であるため，

Kr
′(S′) = S′p

[
1−F(S′)
1−F(1)

]r

(76)

そして，式（72）と式（76）は Vogel et al.（2001）の式
と一致する．
次に線型結合モデルにおいては，式（48），式（70）を
式（55）に代入すれば h > hb において，

S′(h) = ∑k
i=1 wiSi(h)

S(hb)

=
θm −θr

θs −θr

k

∑
i=1

wiSi(h)

(77)

式（53）を式（56）に代入すれば h > hb において，

Kr
′(h) = S′(h)p

[
∑k

i=1 wiAi(h)

∑k
i=1 wiAi(hb)

]r

(78)

式（77）と式（78）は Seki et al.（2022）の式と一致する．
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要 旨

水分保持曲線－不飽和透水係数連結モデルのMualemモデルと Burdineモデルを一般化した一般化透水
モデルに対して，Brooks and Coreyモデル，van Genuchtenモデル，Kosugiモデルの水分保持関数から
不飽和透水性係数の閉形式解を導出する方法を解説した．さらに，線型結合モデルに対する不飽和透水
係数の閉形式解の導出方法を示した．関連する議論として，一般化透水モデルの有用性を示し，また，
飽和近傍で透水性曲線の傾きが極めて大きくなり，不飽和透水係数が飽和透水係数に対して不自然に小
さくなることを避けるための修正式の一般式を示した．

キーワード：水分保持関数，透水性関数，閉形式解，一般化透水モデル，線型結合モデル




